
平成 15年度

卒業論文

行列演算における

ストラッセン法の有効性

平成１ 6年２月５日

指導教授 :　山本　哲朗 　教授

早稲田大学　理工学部　情報学科

1g00p062-4　嶋田 陽介



目 次

1 序論 6

1.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 本論文の目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 準備 8

2.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 行列の表記法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 行列演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 ベクトルの表記法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.5 ベクトルの演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.6 内積の計算と saxpy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.7 行列×ベクトルの乗算と gaxpy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.8 行と列への行列分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.9 コロンの表記法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.10 外積による更新 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.11 行列と行列の乗算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.12 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 ブロック行列 18

3.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1



3.2 ブロック行列の表記法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3 ブロック行列の操作 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4 部分行列の表記法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.5 ブロック行列×ベクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.6 ブロック行列の乗算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.7 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 ストラッセン法 27

4.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2 ストラッセン法の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3 計算量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.4 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5 結果 31

5.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.2 実行環境 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.3 プログラムについて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.4 実行結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.5 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6 まとめ 34

6.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.2 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.3 考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.4 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

謝辞 37

A 付録 39

2



A.1 行列乗算における一般的なアルゴリズムのプログラム . . . . . . . . . . . . 40

A.2 ストラッセン法のプログラム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

参考文献 50

3



表 目 次

5.1 行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法の実行結果 . . . 33

4



図 目 次

5



第 1 章

序論
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1.1 はじめに

数値計算において行列の乗算 (C = AB)は,逆行列を求める計算と共に頻繁に現れる. そ

のため実行時間を短縮することが重要な問題になってくる. しかし,行列の乗算は行列の次

数が大きくなるにつれて,実行時間が加速度的に長くなる. なぜなら計算量がO(n3)だから

である. つまり,一般的な行列乗算の解法よりも計算量の少ないアルゴリズムを使うことで,

実行時間の短縮を図ることが可能と考えることが出来る.

1.2 本論文の目的

行列の乗算においてストラッセン法は理論的には一般的な方法よりも速いことが分かっ

ている. しかし実際に使用されている例が少ないことから,理論値と実行値に相違があるこ

とが推測される. 本論文ではＣ言語によるプログラムを作成し,ストラッセン法と一般的な

方法との実行結果を比較し,考察する.

1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである.

第 2 章で,行列の基礎的な知識,それに付随する表記法について説明する.

第 3 章では,ストラッセン法の基礎となるブロック行列について説明する.

第 4 章では,行列乗算におけるストラッセン法について説明する.

第 5 章では,行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法を,実際にプログ

ラムして実行結果を比較する.

第 6 章では,結論について説明する.
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第 2 章

準備

8



2.1 はじめに

本章では行列の基礎的な知識,それに付随する表記法について説明する.

2.2 行列の表記法

Rを実数の集合とする.実行列m× nのベクトル空間をRm×nによって表す.

A ∈ Rm×n ⇐⇒ A = (aij) =




a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn




aij ∈ R. (2.1)

大文字が行列を表すなら（e.g. A,B, ∆),下つき文字 ijによって符合される小文字は (i, j)

要素であることを示す.(e.g. aij, bij, δij)

適切に,[A]ij,又はA(i, j)という表記法を用いて行列の要素を表す.

2.3 行列演算

転置行列は以下のように表される.(Rm×n → Rn×m)

C = AT =⇒ cij = aji. (2.2)

加算は以下のように表される.(Rm×n ×Rm×n → Rm×n)

C = A + B =⇒ cij = aij + bij. (2.3)

スカラー積は以下のように表される。(R×Rm×n → Rm×n)

C = αA =⇒ cij = αaij. (2.4)

行列積は以下のように表される.(Rm×p ×Rp×n → Rm×n)

C = AB =⇒ cij =
r∑

k=1

aikbkj. (2.5)
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2.4 ベクトルの表記法

Rnを実数 nベクトルのベクトル空間とする.

x ∈ Rn ⇐⇒ x =




x1

...

xn




xi ∈ R. (2.6)

xiは xの i番目の要素とみなす.文脈によって,[x]i, x(i)それぞれ二つの表記法を適切に使

いわける.

RnとR1×nは同じものとして扱うことができることに気がつけば,Rnの要素は列ベクト

ルの集合であることがわかるだろう. 一方で,R1×n の要素は,行ベクトルであることもわ

かる.

x ∈ R1×n =⇒ x = (x1, · · · , xn). (2.7)

xが列ベクトルならば,y = xT は行ベクトルである.

2.5 ベクトルの演算

a ∈ R, x ∈ Rn, y ∈ Rnと仮定する.

スカラーベクトル積は以下のように表される.

z = ax ⇐⇒ zi = axi. (2.8)

ベクトルの加算は以下のように表される.

z = x + y ⇐⇒ zi = xi + yi. (2.9)

内積は以下のように表される.

c = xT y ⇐⇒ c =
n∑

i=1

xiyi. (2.10)
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ベクトル積は以下のように表される.

z = x. ∗ y ⇐⇒ zi = xiyi. (2.11)

また,重要な演算として saxpyがある.

y = ax + y ⇐⇒ yi = axi + yi. (2.12)

上式の”=”は代入を意味し,数学的に同等という意味ではない,ベクトル yは更新される

ことになる. ”saxpy”は LAPACKというたくさんのアルゴリズムを含むソフトウェアの中

で使われる.

2.6 内積の計算と saxpy

アルゴリズム 2.1 (内積) x, y ∈ Rnならば,このアルゴリズムは c = xT yを計算する.

c = 0

for i = 1 : n

c = c + x(i)y(i)

end □

二つの nベクトルの内積は n回の乗算とn回の加算を伴う.つまりこのアルゴリズムの計

算量はO(n)である.

saxpyの計算量もO(n)であるが,値はスカラーではなくベクトルで返る.

アルゴリズム 2.2 (saxpy) x, y ∈ Rn, a ∈ Rならば,このアルゴリズムは ax + yで yを更

新する.

for i = 1 : n

y(i) = ax(i) + y(i)

end □
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2.7 行列×ベクトルの乗算とgaxpy

A ∈ Rm×nと仮定し,次の計算をする.

y = Ax + y. (2.13)

ただし,x ∈ Rn, y ∈ Rmとする.この一般化された saxpyの演算を”gaxpy”と呼ぶ. gaxpy

の基本的な計算手順は,一度に要素を更新することである.

yi =
n∑

j=1

aijxj + yi i = 1 : m. (2.14)

これにより次のアルゴリズムが与えられる.

アルゴリズム 2.3 (gaxpy:列バージョン) A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, y ∈ Rmならば、このアル

ゴリズムはAx + yで yを更新する.

for i = 1 : m

for j = 1 : n

y(i) = A(i, j)x(j) + y(i)

end

end □

アルゴリズム 2.4 (gaxpy:行バージョン) A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, y ∈ Rmならば,このアルゴ

リズムはAx + yで yを更新する.

for j = 1 : n

for i = 1 : m

y(i) = A(i, j)x(j) + y(i)

end

end □

この２つの gaxpyのアルゴリズムの内部ループは,saxpy演算を行っていることがわかる.

列バージョンのアルゴリズムは,行列×ベクトルの乗算がベクトルになることから得られ
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る. 一方,行バージョンのアルゴリズムは,ループの順序を入れ替えることによって得られ

る. 行列計算において,ループを入れ替えることは重要なことである.

2.8 行と列への行列分割

アルゴリズム 1.3、1.4は,それぞれ行や列ごとにAのデータをアクセスする. このことを

さらに目立たせるために,分割行列を紹介する.

行の観点から,行ベクトルのスタックである行列と考える.

A ∈ Rm×n ⇐⇒ A =




rT
1

...

rT
m




rk ∈ Rn. (2.15)

これをAの行分割と呼ぶ.



1 2

3 4

5 6




, (2.16)

上式を行分割するならば,Aを行の集合として以下のように分割することが出来る.

rT
1 =

[
1 2

]
, rT

2 =
[

3 4

]
, rT

3 =
[

5 6

]
. (2.17)

行分割によって,アルゴリズム (2.3)は以下のように説明できる.

アルゴリズム 2.5

for i = 1 : m

yi = rT
i x + y(i)

end □

また,列ベクトルの集合である行列と考える.

A ∈ Rm×n ⇐⇒ A =
[

c1, · · · cn

]
ck ∈ Rm. (2.18)
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c1 =




1

3

5




, c2 =




2

4

6




. (2.19)

これをAの列分割と呼ぶ.上の 3× 2の例では,c1, c2がAの最初の列と二番目の列にあた

ることがわかる.

列分割によって,アルゴリズム (2.4)は以下のように説明できる.

アルゴリズム 2.6

for j = 1 : n

y = xjcj + y

end □

2.9 コロンの表記法

コロンの表記法を使うことで,行列の列や行を明記することが便利になる.A ∈ Rm×nな

らば,A(k, :)は k番目の行を表す.すなわち,

A(k, :) = [ak1, · · · , akn] . (2.20)

k番目の列は以下のように表される.

A(:, k) =




a1k

...

amk




. (2.21)

上式よりアルゴリズム 2.3,2.4をコロンを使って書き換えることが出来る.

アルゴリズム 2.7

for i = 1 : m

y(i) = A(i, :)x + y(i)

end □
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アルゴリズム 2.8

for j = 1 : n

y = x(j)A(:, j) + y

end □

コロンを使うことによって,一つ一つ繰り返すのを抑えることが出来る.そのため,ベクト

ルのレベルで考えることができ,より計算の問題に集中することが出来るようになる.

2.10 外積による更新

コロンの表記法を使って,外積による更新を理解することが出来る.

A = A + xyT , A ∈ Rm×n, x ∈ Rm, y ∈ Rn. (2.22)

外積の演算 xyT は一見変に感じるかもしれないが,全く問題はない.例えば,




1

2

3




[
4 5

]
=




4 5

8 10

12 15




. (2.23)

これは xyT が二つの行列の積であり,左の行列 xの列の数と右の行列 yT の行の数が等し

いからである. 外積による更新のアルゴリズムは以下のように記述される.

アルゴリズム 2.9

for i = 1 : m

for j = 1 : n

aij = aij + xiyj

end

end □

jのループの命令は,Aの i行に yT の倍数を加えることである.すなわち,
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アルゴリズム 2.10

for i = 1 : m

A(i, :) = A(i, :) + x(i)yT

end □

一方,iのループを内部のループとするなら,iのループの命令は,Aの j列に xの倍数を加

えることである.すなわち,

アルゴリズム 2.11

for j = 1 : n

A(:, j) = A(:, j) + y(j)x

end □

つまり,二つのアルゴリズムは,saxpyによる更新の対になっていることがわかる.

2.11 行列と行列の乗算

2× 2の行列と行列の乗算ABについて考える.内積の公式ではそれぞれの要素は内積と

して計算される.



1 2

3 4







5 6

7 8


 =




1 · 5 + 2 · 7 1 · 6 + 2 · 8
3 · 5 + 4 · 7 3 · 6 + 4 · 8


 . (2.24)

saxpyでは積におけるそれぞれの列はAの一次結合であるとみなせる.



1 2

3 4







5 6

7 8


 =


 5




1

3


 + 7




2

4


 , 6




1

3


 + 8




2

4





 . (2.25)

最後に外積では,結果は外積の和であるとみなせる.



1 2

3 4







5 6

7 8


 =




1

3




[
5 6

]
+




2

4




[
7 8

]
(2.26)

これらの行列乗算のバージョンは数学的には同等であるが,記憶容量の問題で全く違う結

果になることがわかる.
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2.12 むすび

本章では行列の基礎的な知識,それに付随する表記法について説明した.次章ではストラッ

セン法の基礎となるブロック行列について説明する.
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第 3 章

ブロック行列
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3.1 はじめに

ブロック行列の表記法を使うことは,行列演算において極めて重要である. なぜならブ

ロック行列の表記法を使うことで,多くの重要なアルゴリズムを導き出すことが簡単になる

からである. さらに,ブロック行列を使ったアルゴリズムは高性能な演算においてますます

重要になっている. ブロック行列を使ったアルゴリズムは,行列と行列の乗算において本質

的に有用である. このタイプのアルゴリズムは多くの計算環境においてさらに重要になっ

ていることがわかる.

3.2 ブロック行列の表記法

列と行の分割はブロック行列の特別な場合である.一般にm× n行列Aの行と列を分割

すると次のようになる.

A =




n1 nr

m1 A11 · · · A1r

...
...

mq Aq1 · · · Aqr




. (3.1)

m1 + · · ·+ mq = m, n1 + · · ·+ nr = nで、Aαβは (α, β)要素のブロック（部分行列）であ

ることを示す. この表記法を使うことで,ブロックAαβはmα×nβの次元を持ち,A = (Aαβ)

は q × rのブロック行列であると言える.
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3.3 ブロック行列の操作

ブロック行列はちょうどスカラー要素を持つ行列のように結び付けられる.

B =




n1 nr

m1 B11 · · · B1r

...
...

mq Bq1 · · · Bqr




. (3.2)

もし上式であるならば,BはAの上に分割されたと言える.C = A + Bは q × rのブロッ

ク行列とみなせる.

C =




C11 · · · C1r

...
...

Cq1 · · · Cqr




=




A11 + B11 · · · A1r + B1r

...
...

Aq1 + Bq1 · · · Aqr + Bqr




. (3.3)

ブロック行列の乗算は少しトリッキーである.まず二つの補題から説明する.

補題 3.1

A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n

A =




m1 A1

...

mq Aq




B =
(

n1 nr

B1, · · · , Br

)
, (3.4)

ならば,

AB = C =




n1 nr

m1 C11 · · · C1r

...
...

mq Cq1 · · · Cqr




. (3.5)

Cαβ = AαBβであり,α = 1 : q, β = 1 : rである. □
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補題 3.2

A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n

A =
(

p1 ps

A1, · · · , As

)
B =




p1 B1

...

ps Bs




, (3.6)

ならば,

AB = C =
s∑

γ=1

AγBγ. (3.7)

□

一般的なブロック行列の乗算のために,次の結果を示す.

補題 3.3

A =




p1 ps

m1 A11 · · · A1s

...
...

mq Aq1 · · · Aqs




B =




n1 nr

p1 B11 · · · B1r

...
...

ps Bs1 · · · Bsr




. (3.8)

C =




n1 nr

m1 C11 · · · C1r

...
...

mq Cq1 · · · Cqr




. (3.9)

以上のようなC = ABという積に分割できるとするならば,

Cαβ =
s∑

γ=1

AαγBγβ α = 1 : q, β = 1 : r. (3.10)

□
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重要なケースとして,s = 2, r = 1, n1 = 1の場合が挙げられる.




A11 A12

A21 A22







x1

x2


 =




A11x1 + A12x2

A21x1 + A22x2


 . (3.11)

この分割した行列とベクトルの積は次節で再び何度も使われる.

3.4 部分行列の表記法

普通の行列の乗算では,ブロック行列の乗算は様々な方法で構成される.正確に計算を明

示するため,次のいくつかの表記法を使う.

A ∈ Rm×nで,i = (i1, · · · , ir), (j1, · · · , jc)は次の属性を持つ整数ベクトルと仮定する.

i1, · · · , ir ∈ {1, 2, · · · ,m} (3.12)

j1, · · · , jc ∈ {1, 2, · · · , n}. (3.13)

A(i, j)を以下のように r × cの部分行列として表す.

A(i, j) =




A(i1, j1) · · · A(i1, jc)

...
...

A(ir, j1) · · · A(ir, jc)




. (3.14)

ベクトル iと jの中の要素が隣接しているならば,コロンの表記法はAの中のスカラー要

素の観点からA(i, j)を定義することができる. 特に、1 <= i1 <= i2 <= m, 1 <= j1 <= j2 <= nな

らば、A(i1 : i2, j1, j2)は,i1行から i2行と j1列から j2列を抜き出すことによって得られた

部分行列である.例えば以下のような例が挙げられる.

A(3 : 5, 1 : 2) =




a31 a32

a41 a42

a51 a52




. (3.15)

iと jがスカラーならば,A(i, :)はAの i行を表し,A(:, j)はAの j列を表す.
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3.5 ブロック行列×ベクトル

定理 3.3で扱われた重要な場所は,ブロック行列×ベクトルの場合である.gaxpy y =

Ax + yの詳細について考える.ただし, A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, y ∈ Rmとし,

A =




m1 A1

...

mq Aq




y =




m1 y1

...

mq yq




. (3.16)

Aiを i番目のブロックの行とみなす.m.vec = (m1, · · · ,mq)がブロックの行の高さのベク

トルであるなら,




y1

...

yq




=




A1

...

Aq




x +




y1

...

yq




. (3.17)

から,次のアルゴリズムを獲得する.

アルゴリズム 3.1

last= 0

for i = 1 : q

first=last+1

last=first+m.vec(i)− 1

y(first:last)= A(first:last,:)x + y(first:last)

end □

gaxpyの計算をブロック化する別の方法としては,次のように Aと xを分割する方法が
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ある.

A =
(

n1 nr

A1, · · · , Ar

)
x =




n1 x1

...

nr xr




. (3.18)

この場合Aj を j番目のブロックの列とみなす.n.vec = (n1, · · · , nr)がブロックの列幅の

ベクトルであるなら,

y =
[

A1, · · · , Ar

]




x1

...

xr




+ y =
r∑

j=1

Ajxj + y. (3.19)

から,次のアルゴリズムを獲得する.

アルゴリズム 3.2

last= 0

for j = 1 : r

first=last+1

last=first+n.vec(j)− 1

y = A(:,first,last)x(first:last)+y

end □

3.6 ブロック行列の乗算

一般的に,スカラーレベルの行列乗算は可能な方法の中で整列される.そのためブロック

行列の乗算を行うことが出来る. それぞれのブロックA,B, C によって内積,saxpy,外積の

アルゴリズムのブロックバージョンの準備をすることが出来る. このことを説明するため

に,これら三つの行列は全て n× nで n = Nlと仮定する.ただしN, lは正の整数とする.
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A = (Aαβ), B = (Bαβ), C = (Cαβ)が l × lブロックの付随したN ×N ブロック行列なら

ば,補題 3.3から,

Cαβ =
N∑

γ=1

AαγBγβ + Cαβ α = 1 : N, β = 1 : N. (3.20)

上式の加算に沿って行列乗算の手順を構成するならば,次のアルゴリズムを得られる.

アルゴリズム 3.3

for α = 1 : N

i = (α− 1)l + 1 : αl

for β = 1 : N

j = (β − 1)l + 1 : βl

for γ = 1 : N

k = (γ − 1)l + 1 : γl

C(i, j) = A(i, k)B(k, j) + C(i, j)

end

end

end □

l = 1ならば α ≡ i, β ≡ j, γ ≡ kであることがわかる.

ブロックの saxpy行列乗算を得るため,次のようにC = AB + Cを書く.

[
C1, · · · , CN

]
=

[
A1, · · · , AN

]




B11, · · · , B1N

...
. . .

...

BN1, · · · , BNN




+
[

C1, · · · , CN

]
.

(3.21)

ただし,Aα, Cα ∈ Rn×l, Bαβ ∈ Rl×lとする.このことから次のアルゴリズムを得る.

アルゴリズム 3.4
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for β = 1 : N

j = (β − 1)l + 1 : βl

for α = 1 : N

i = (α− 1)l + 1 : αl

C(:, j) = A(:, i)B(i, j) + C(:, j)

end

end □

補題 3.2から,

A =
[

A1, · · · , AN

]
B =




BT
1

...

BT
N




, (3.22)

ならば,

C =
N∑

γ=1

AγB
T
γ + c. (3.23)

ただし,Aγ, Bγ ∈ Rn×lとする.これから次のアルゴリズムを得る.

アルゴリズム 3.5

for γ = 1 : N

k = (γ − 1)l + 1 : γl

C = A(:, k)B(k, :) + C

end □

3.7 むすび

本章ではブロック行列について説明した.次章ではブロック行列を基にした行列乗算のス

トラッセン法について説明する.
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第 4 章

ストラッセン法
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4.1 はじめに

本章では,行列積を少ない計算回数で求める方法として,ストラッセン法について説明する.

4.2 ストラッセン法の概要

まずストラッセン法の議論の最初の点は 2 × 2のブロック行列乗算をするということで

ある.



C11 C12

C21 C22


 =




A11 A12

A21 A22







B11 B12

B21 B22


 . (4.1)

ただし,それぞれのブロックは平方とする. 一般的なアルゴリズムでは,Cij = Ai1B1j +

Ai2B2jである.このアルゴリズムは8回の乗算と4回の加算を必要とする. しかし,Strassen(1969)

は 7回の乗算と 18回の加算でCを計算する方法を明らかにした.

P1 = (A11 + A22)(B11 + B22) (4.2)

P2 = (A21 + A22)B11 (4.3)

P3 = A11(B12 −B22) (4.4)

P4 = A22(B21 −B11) (4.5)

P5 = (A11 + A12)B22 (4.6)

P6 = (A21 − A11)(B11 + B12) (4.7)

P7 = (A12 − A22)(B21 + B22) (4.8)

C11 = P1 + P4 − P5 + P7 (4.9)

C12 = P3 + P5 (4.10)

C21 = P2 + P4 (4.11)

C22 = P1 + P3 − P2 + P6. (4.12)

これらの等式は代入によって簡単に確かめられる.ブロックがm×mであるようにn = 2m
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と仮定する. C = ABという計算の中にある加算と乗算の数をカウントすると,一般的な行

列乗算は (2m)3回の乗算と (2m)3 − (2m)2の加算を伴うことがわかる. 対照的にストラッ

センのアルゴリズムはブロックの段階で一般的な乗算にあてはめるならば,7m3回の乗算と

7m3 + 11m2回の加算を要する. m À 1ならば,ストラッセンの方法は一般的なアルゴリズ

ムに比べて 7/8の計算量ですむことになる.

ストラッセンの考えに立ち返ってみよう.ストラッセンのアルゴリズムを Piで結び付い

たそれぞれの半分の大きさのブロック行列乗算にあてはめることが出来る. このように元

のAとBが n × nで,n = 2qならば繰り返しストラッセンのアルゴリズムをあてはめるこ

とができる. 一番底の段階としてはブロックが 1× 1の時である.もちろんそこまで下げる

必要はない. ブロックのサイズがある程度小さいとき (n <= nmin)、Piがわかるのには一般

的な行列乗算を使ったほうが良いかもしれない. 以下に実行手順を示す.

アルゴリズム 4.1

function: C =strass(A,B, n, nmin)

if n <= nmin

C = AB

else

m = n/2; u = 1 : m; v = m + 1 : n;

P1 =strass(A(u, u) + A(v, v), B(u, u) + B(v, v),m, nmin)

P2 =strass(A(v, u) + A(v, v), B(u, u),m, nmin)

P3 =strass(A(u, u), B(u, v)−B(v, v),m, nmin)

P4 =strass(A(v, v), B(v, u)−B(u, u),m, nmin)

P5 =strass(A(u, u), +A(u, v)B(v, v),m, nmin)

P6 =strass(A(v, u)− A(u, u), B(u, u) + B(u, v),m, nmin)

P7 =strass(A(u, v)− A(v, v), B(v, u) + B(v, v),m, nmin)

C(u, u) = P1 + P4 − P5 + P7

C(u, v) = P3 + P5
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C(v, u) = P2 + P4

C(v, v) = P1 + P3 − P2 + P6

end □

上のアルゴリズムより,ストラッセンのアルゴリズムは再帰的であることがわかる.

4.3 計算量

ストラッセンのアルゴリズムの計算量は複雑である.nmin >= 1ならば,加算の回数と同じ

ように乗算の回数をカウントできる. ただ乗算の回数だけを数えたいのであれば,再帰の回

数を数え,一回の再帰の中で起こる全ての乗算の回数を数えればよい. ストラッセンのアル

ゴリズムでは,q − d個の再分割された行列があるため、7q−d回の行列と行列の乗算が存在

する. この乗算のサイズは nminであるので,ストラッセンのアルゴリズムは c = (2q)3(一般

的な行列乗算のアルゴリズム)と比較して,s = (2d)37q−d回の乗算を伴う. つまり,

s

c
=

(
2d

2q

)3

7q−d =
(

7

8

)q−d

. (4.13)

d = 0,すなわち 1× 1まで再帰のレベルを下げるならば,

s =
(

7

8

)q

c = 7q = nlog2 7 .=. n2.807. (4.14)

このように,ストラッセンのアルゴリズムの計算量はO(n2.807)である. しかしながら,(乗

算の回数に関する)加算の回数は nminが小さくなるほど重要になる.

4.4 むすび

本章ではストラッセン法について説明した.次章ではストラッセン法の実行結果を示す.
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第 5 章

結果
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5.1 はじめに

本章では,行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法を,それぞれ実際に

プログラムし,実行結果を比較した.

5.2 実行環境

CPU Duron 1.10GHz

メモリ 256MB

OS Windows XP

使用言語 C言語

5.3 プログラムについて

(1) 一般的なアルゴリズムの場合

1. n× n行列A,Bを乱数生成させる.要素の値は 0 <= a, b <= 9999の範囲の整数とする.

2. C = ABの計算を行う.

(2) ストラッセン法の場合

1. n× n行列A,Bを乱数生成させる.要素の値は 0 <= a, b <= 9999の範囲の整数とする.

2. 生成された行列A, Bを,(4.1)式のように 2× 2のブロック行列に分割する.

3. ストラッセン法によって計算を行う.その際再帰を用い,1× 1の段階まで再帰のレベ

ルを下げる.
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5.4 実行結果

以上作成したプログラムを行列 A,B の次元を 2× 2から 1024× 1024まで実行した計

算時間を下の表に示す. ただし,ストラッセン法に関して,再帰を用い,1× 1の段階まで再

帰のレベルを下げることから, 行列 A,Bの次元は,n × n : (n = 2q),実行時間の単位は秒

(second)とする.

n＼ アルゴリズム 一般的なアルゴリズム ストラッセン法

2 0.00 0.00

4 0.00 0.00

8 0.00 0.00

16 0.00 0.00

32 0.00 0.02

64 0.00 0.14

128 0.06 1.24

256 0.47 7.38

512 3.75 46.10

1024 29.78 －

表 5.1: 行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法の実行結果

5.5 むすび

本章では,行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法を,それぞれ実際に

プログラムし,実行結果を比較した. 次章では,本章の実行結果の考察を行う.
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第 6 章

まとめ
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6.1 はじめに

本章では,本論文の結びとして,本論文のまとめを述べる.

6.2 まとめ

本論文では,行列の乗算において理論的に速いことがわかっているストラッセン法に関し

て, Ｃ言語によるプログラムを作成し,ストラッセン法と一般的な方法との実行結果を比較

し,考察した.

第 2 章で,行列の基礎的な知識,それに付随する表記法について説明した.

第 3 章では,ストラッセン法の基礎となるブロック行列について説明した.

第 4 章では,行列乗算におけるストラッセン法について説明した.

第 5 章では,行列演算における一般的なアルゴリズムとストラッセン法を,実際にプログ

ラムして実行結果を比較した.

本論文の構成は以上のようであった.

6.3 考察

実行結果から,理論値では速いストラッセン法が一般的なアルゴリズムよりも非常に遅い

という結果が出た. そこで,何点かストラッセン法の実行値が遅いという結果になった要因

を考える.

再帰

一般的なアルゴリズムと違ってストラッセン法では再帰が使われる. 再帰の際に,分

割した行列の要素の値を格納しなければならないので, 新たな配列を作っておかなけ

ればならない. そこで,一般的なアルゴリズムに比べてストラッセン法はメモリを余

分に取ってしまうことになる. nが 1024ではエラーが出たことはメモリが足りなく

なってしまうことが要因であると考えられる.
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コピー

付録にストラッセン法のプログラムを載せているが, 実際にはストラッセンのアルゴ

リズムだけでなく,もう一つ便宜上の計算が入っている.それがコピーである. (プロ

グラム内では copymatと記述されている関数である.)例えば,

P2 =strass(A(v, u) + A(v, v)), B(u, u),m, nmin)　

では,(A(v, u)+A(v, v)をAに格納するのは加算によるものであるから,計算回数に影

響は出ない. しかし,B(u, u)をBに格納する場合,加算も減算も乗算もないので便宜

上コピーをすることになる. よって,計算回数の増加は明白である.

その他の要因

また,今回のストラッセン法のプログラムでは再帰のレベルを 1× 1まで下げている.

4章で述べたように再帰のレベルを 1× 1まで下げると加算の回数が大きく影響を及

ぼすので, 18回の加算を要するストラッセン法が遅くなったことの要因として挙げら

れる. 他には,ストラッセン法は一般的なアルゴリズムに比べて複雑なので, それを制

御するための計算や,関数のオーバーヘッドによって遅くなってしまったことも充分

に考えられる.

6.4 むすび

本論文の目的は行列の乗算において理論的に速いことがわかっているストラッセン法に

関して, Ｃ言語によるプログラムを作成し,ストラッセン法と一般的な方法との実行結果を

比較し,考察することであった. 実行結果から,ストラッセン法の方が遅く,一般に使われて

いない理由が明らかになったと言える. しかし,先程述べた考察からもわかる通り,再帰に

特化された言語を使うことや,プログラムを更に工夫することで, ストラッセン法の実行速

度を上げることは充分に可能な範囲内である. 以上のことを今後の課題として本論文のむ

すびとしたい.
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A.1 行列乗算における一般的なアルゴリズムのプログラム

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>

/* 行列の生成と初期化 */

void gen_mat(int n,int **a,int **b,int **c){

int i,j;

for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

a[i][j]=rand()/10;
b[i][j]=rand()/10;
c[i][j]=0;

}
}

}

/* 行列の表示 */

void pri_mat(int n, int **a){

int i,j;

for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

printf(" %4d", a[i][j]);
}
printf("Yn");

}
}

/* 行列の乗算 */

void mul_mat(int n,int **a,int **b,int **c){

int i,j,k;

for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

for(k=0;k<n;k++){
c[i][j]+=a[i][j]*b[i][j];

}
}

}
}

/* 答えの表示 */

void pri_ans(int n,int **c){

int i,j;
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for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

printf(" %8d",c[i][j]);
}
printf("Yn");

}
}

int main(void);

int main(void){

int **a,**b,**c;
int i,m,n;
clock_t start, end;

printf("次元の数は？Yn");
scanf("%d", &n);

a=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
b=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
c=(int**)malloc(n*sizeof(int*));

for(i=0;i<n;i++){
a[i]=(int*)malloc(n*sizeof(int));
b[i]=(int*)malloc(n*sizeof(int));
c[i]=(int*)malloc(n*sizeof(int));

}

srand((unsigned int)time(NULL));

gen_mat(n,a,b,c);

printf("行列を表示しますか？(1:YES ELSE:NO)Yn");
scanf("%d", &m);

if(m==1){
printf("A=Yn");
pri_mat(n,a);
printf("B=Yn");
pri_mat(n,b);

}

printf("答えを表示しますか？(1:YES ELSE:NO)Yn");
scanf("%d", &m);

start=clock();

mul_mat(n,a,b,c);

end=clock();

if(m==1){
printf("C=Yn");
pri_ans(n,c);

}
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free(a);free(b);free(c);

printf("%.2f秒 Yn",(double)(end-start)/CLOCKS_PER_SEC);

return(0);
}

A.2 ストラッセン法のプログラム

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>

/* 行列の生成と初期化 */

void gen_mat(int n,int *****a,int *****b,int *****c,
int *****p,int *****d,int *****e){

int i,j,k,l,m;

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<2;j++){

for(k=0;k<n;k++){
for(l=0;l<n;l++){

a[0][i][j][k][l]=rand()/10;
b[0][i][j][k][l]=rand()/10;
c[0][i][j][k][l]=0;

}
}

}
}

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<7;j++){

for(k=0;k<n;k++){
for(l=0;l<n;l++){

p[0][i][j][k][l]=0;
}

}
}

}

for(i=0;i<20;i++){
for(j=0;j<2;j++){

for(k=0;k<2;k++){
for(l=0;l<n;l++){

for(m=0;m<n;m++){
d[i][j][k][l][m]=0;
e[i][j][k][l][m]=0;

}
}

}
}
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}
}

/* 行列の表示 */

void pri_mat(int n, int *****a){

int i,j,k,l;

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<n;j++){

for(k=0;k<2;k++){
for(l=0;l<n;l++){

printf(" %4d", a[0][i][k][j][l]);
}

}
printf("Yn");

}
}

}

/* 行列の乗算 */

void mul_mat(int m,int i,int j,int k,int l,int p,
int *****a,int *****b,int *****c){

c[0][0][p][0][0]=a[m][i][j][0][0]*b[m][k][l][0][0];
printf("c=%dYn",c[0][0][p][0][0]);

}

/* 行列の加算 */

void add_mat(int m,int n,int i1,int i2,int j1,int j2,
int *****a,int *****b,int *****c){

int i,j,k,l;

if(n==1){
c[m][0][0][0][0]=a[m-1][i1][i2][0][0]+b[m-1][j1][j2][0][0];

}

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<2;j++){

for(k=0;k<n/2;k++){
for(l=0;l<n/2;l++){

c[m][i][j][k][l]
=a[m-1][i1][i2][i*n/2+k][j*n/2+l]
+b[m-1][j1][j2][i*n/2+k][j*n/2+l];

}
}

}
}
printf("%dYn",c[m][0][0][0][0]);

}

void add2_mat(int m,int n,int i1,int i2,int j1,int j2,int *****a,int *****c){
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int i,j;

for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

c[0][j1][j2][i][j]+=a[0][i1][i2][i][j];
}

}
}

/* 行列の減算 */

void sub_mat(int m,int n,int i1,int i2,int j1,int j2,
int *****a,int *****b,int *****c){

int i,j,k,l;

if(n==1){
c[m][0][0][0][0]=a[m-1][i1][i2][0][0]-b[m-1][j1][j2][0][0];

}

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<2;j++){

for(k=0;k<n/2;k++){
for(l=0;l<n/2;l++){

c[m][i][j][k][l]
=a[m-1][i1][i2][i*n/2+k][j*n/2+l]
-b[m-1][j1][j2][i*n/2+k][j*n/2+l];

}
}

}
}
printf("%dYn",c[m][0][0][0][0]);

}

void sub2_mat(int m,int n,int i1,int i2,int j1,int j2,int *****a,int *****c){

int i,j;

for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){

c[0][j1][j2][i][j]-=a[0][i1][i2][i][j];
}

}
}

/* コピー */

void copy_mat(int m,int n,int i1,int i2,int *****a,int *****c){

int i,j,k,l;

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<2;j++){

for(k=0;k<n;k++){
for(l=0;l<n;l++){

c[m][i][j][k][l]=a[m-1][i1][i2][i*n/2+k][j*n/2+l];
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}
}

}
}

}

/* ストラッセン法 */

void str(int m,int n,int *****a,int *****b,int *****c,
int *****p,int *****d,int *****e){

add_mat(m,n,0,0,1,1,a,a,d);
add_mat(m,n,0,0,1,1,b,b,e);

if(n==1){
mul_mat(m,0,0,0,0,0,d,e,p);

}
else{

n=n/2;
m++;
str(m,n,d,e,c,p,d,e);

}

add_mat(m,n,1,0,1,1,a,a,d);
copy_mat(m,n,0,0,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,0,0,1,1,1,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(m,n,a,b,c,p,d,e);

}

copy_mat(m,n,0,0,a,d);
sub_mat(m,n,0,1,1,1,b,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,0,0,0,0,2,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(2,n,a,b,c,p,d,e);

}

copy_mat(m,n,1,1,a,d);
sub_mat(m,n,1,0,0,0,b,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,1,1,0,0,3,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(3,n,a,b,c,p,d,e);

}

add_mat(m,n,0,0,0,1,a,a,d);
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copy_mat(m,n,1,1,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,0,0,1,1,4,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(4,n,a,b,c,p,d,e);

}

sub_mat(m,n,1,0,0,0,a,a,d);
add_mat(m,n,0,0,0,1,b,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,0,0,0,0,5,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(5,n,a,b,c,p,d,e);

}

sub_mat(m,n,0,1,1,1,a,a,d);
add_mat(m,n,1,0,1,1,b,b,e);
if(n==1){

mul_mat(m,0,0,0,1,6,d,e,p);
}
else{

n=n/2;
m++;
str(6,n,a,b,c,p,d,e);

}

add2_mat(m,n,0,0,0,0,p,c);
add2_mat(m,n,0,3,0,0,p,c);
sub2_mat(m,n,0,4,0,0,p,c);
add2_mat(m,n,0,6,0,0,p,c);

add2_mat(m,n,0,2,0,1,p,c);
add2_mat(m,n,0,4,0,1,p,c);

add2_mat(m,n,0,1,1,0,p,c);
add2_mat(m,n,0,3,1,0,p,c);

add2_mat(m,n,0,0,1,1,p,c);
add2_mat(m,n,0,2,1,1,p,c);
sub2_mat(m,n,0,1,1,1,p,c);
add2_mat(m,n,0,5,1,1,p,c);

}

/* 答えの表示 */

void pri_ans(int n, int *****c){

int i,j,k,l;

for(i=0;i<2;i++){
for(j=0;j<n;j++){
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for(k=0;k<2;k++){
for(l=0;l<n;l++){

printf(" %8d", c[0][i][k][j][l]);
}

}
printf("Yn");

}
}

}

int main(void);

int main(void){

int *****a,*****b,*****c,*****p,*****d,*****e;
int i,j,k,l,m,n;
clock_t start,end;

printf("次元の数は？Yn");
scanf("%d", &n);

n=n/2;

a=(int*****)malloc(1*sizeof(int****));
b=(int*****)malloc(1*sizeof(int****));
c=(int*****)malloc(1*sizeof(int****));

for(i=0;i<1;i++){
a[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
b[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
c[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
for(j=0;j<2;j++){

a[i][j]=(int***)malloc(2*sizeof(int**));
b[i][j]=(int***)malloc(2*sizeof(int**));
c[i][j]=(int***)malloc(2*sizeof(int**));
for(k=0;k<2;k++){

a[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
b[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
c[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
for(l=0;l<n;l++){

a[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));
b[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));
c[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));

}
}

}
}

p=(int*****)malloc(1*sizeof(int****));

for(i=0;i<1;i++){
p[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
for(j=0;j<2;j++){

p[i][j]=(int***)malloc(7*sizeof(int**));
for(k=0;k<7;k++){

p[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
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for(l=0;l<n;l++){
p[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));

}
}

}
}

d=(int*****)malloc(20*sizeof(int****));
e=(int*****)malloc(20*sizeof(int****));

for(i=0;i<20;i++){
d[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
e[i]=(int****)malloc(2*sizeof(int***));
for(j=0;j<2;j++){

d[i][j]=(int***)malloc(2*sizeof(int**));
e[i][j]=(int***)malloc(2*sizeof(int**));
for(k=0;k<2;k++){

d[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
e[i][j][k]=(int**)malloc(n*sizeof(int*));
for(l=0;l<n;l++){

d[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));
e[i][j][k][l]=(int*)malloc(n*sizeof(int));

}
}

}
}

srand((unsigned int)time(NULL));

gen_mat(n,a,b,c,p,d,e);

printf("行列を表示しますか？(1:YES ELSE:NO)Yn");
scanf("%d", &m);

if(m==1){
printf("A=Yn");
pri_mat(n,a);
printf("B=Yn");
pri_mat(n,b);

}

printf("答えを表示しますか？(1:YES ELSE:NO)Yn");
scanf("%d", &m);

start=clock();

str(1,n,a,b,c,p,d,e);

end=clock();

if(m==1){
printf("C=Yn");
pri_ans(n,c);

}

free(a);free(b);free(c);free(p);free(d);
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printf("%.2f秒 Yn",(double)(end-start)/CLOCKS_PER_SEC);

return(0);
}
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