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非線型偏微分方程式のNeumann境界値問題の

の精度保証

田中一成

1 問題提起
ΩをR2上の有界な連結開集合とし、

「
をその境界とする。このとき、以下の非

線形 Neumann境界値問題を考える。
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この問題の解に対する精度保証付き数値計算法を述べる。もし、上のNeumann問

題の解が存在すれば、Gttssの定理より、その解げ ∈打2(Ω )に対して、
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が成 り立つことに注意しておく。

準備

2。 l Newton― Kantorovichの定理

ズ,γ を Banacll空間としF:X→ γがあるt∈ ズ において、heёcet微分可能
であり、以下の 3つ の条件を満たすとする。

(i)あるα>0に対して、‖F′ (t)~lFtllズ ≦α

(ii)あるβ>0が存在し、任意のυ,切 ∈β(t,2α)=(2∈ χ l llt-211ズ ≦2α }

‖ダ(t)1(ダ (υ)―ダ(り )|らば,yl≦β llυ一切|lχ
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このとき、F切 =0を満たす切∈β
仲,上埒罪
更
)が
一意に存在する。



2.2 中尾の定理

2.2.1 記号の導入

えをBttach空間、ズ,yを Hilbert空間とし、

ズ → ズ → r

が成り立っているとする。ただし、埋め込みえ→ χはコンパクトであるとする。

また、埋め込みズ→ yに対して

‖鶴IY≦ q,|1切 |lχ ,Vじ ∈ズ

が成り立っているとする。スをえからγへの線形作用素、/をズからyへの作
用素として、/の め∈ズ における Frechet微分を、//1め]とかき、

だ:=■―/′ [め〕

と定義する。また、ズの有限次元部分空間ズんの基底を{φ.}1≦ t≦NJと し` 現 ×境
行列 D,Lを、

つゥ:=(傷 ,φ】)ズ , Ltt」 :=(舟 ,φt)γ

と定義する。また、線形作用素 c(例えば//[め1):χ → yを用いて、行列 Gを、

Gゥ :=(ち ,φを)ズ ー(gち ,碗 )y

と定義する。このとき、D,Lは Cholesky分解可能であるから、その分解成分であ
る下三角行列つと,Lち を、

D:D手 =D,LttLブ =L

を満たすものとして定義する。

2.2.2  0更頁己

見 をズからズんへの射影とする。σ (ん)→ 0(ん → 0)を満たす σ(ん)>0が存在
して、

‖(r― 几)υ llx≦ σ(ん )||■υlly,Vt7∈ ズ

を満たすとする。



2.2.3  補是亘

駒,め ,殆 ≧0が存在して、
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が成り立つとする。このとき、″=悟孝G‐)比としてヽ

κ:=θ (ん)(ρνl駒 十殆)<1

が成り立てば、だ:=r_スー19は可逆である。また、

だが可逆 ⇒ だが可逆

が成り立つので、このときだも可逆となる。

2.2.4  定理

だが可逆であるとする。は体=仲孝θ‐>比としてヽ

ん:=σ (ん)殆 (1+ρ駒)<1

が成立すれば、
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を満たすν >0は、

ν =

で定まる。

3 提案手法
3.1 弱形式化

(1)式の両辺にυ∈Ffl(Ω)を掛けて Ω上で積分すると、
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が得 られるが、 (2)式よりこれは、
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と同値である。また、Greenの定理より、
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が成 り立つので、(3)(4)よ り、
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が得られ、これはNeumann問題 (1)(2)の 弱形式である。ここで、双一次形式 a:
∬1(Ω)× 汀

1(Ω
)→ Rを、

a(ξ,甲):=(▽ξ,▽甲)L2(Ω
)

と定義し、これを用いてス:打1(Ω )→ ∬
1(Ω
)*を、

<友 ,η >:=a(て ,甲),V甲 ∈打1

と定義する。次に/:∬ 1(Ω )→ Frl(Ω)*を、

<力rξ ,η >:=(デ (ξ ),η )L2(Ω ),∀甲∈Frl

と定義する。これらの作用素を用いて (5)式は、

<ス切,υ >=<ノV切 ,υ >,駒 ∈∬1 ⇔  ス仏=yげ9     (6)

と書ける。よって F:∬1(Ω)→ 打1(Ω )*を、

F争=Aξ ―渕密

と定義すれば、(6)式は更に、

F仏 =0                   (7)

という作用素方程式に帰着される。この (7)式に対して、Newtoll Kantorovichの

定理を適用する。

3.2 定数評価

3.2.1 逆作用素の norm評価

以下、∬1(Ω ),L2(Ω )を単に打
1,L2とかく。t∈ ∬1,c:=デ′it]と して、中尾の定

理を用いる。切∈汀1を任意にとると、
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であるから、

72=殆 =||デ′瞼]|IL(汀 1"2)

となる。

3.2.2 残差nOrm評価
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ここで、1以下の正定数働,亀,2が存在して、

||▽υllら2≦ σJlυ llπ・,‖υllB2≦ Q,2 11υ ll汀■

が成り立つことを用いれば。

lrtll打 1*≦ σl ll▽tllち2+CeP IIデ (t)||ら 2(9)   ⇔

という残差評価式が得られる。




