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l はじめに

連立一久方程式ス″=bを最近点への丸めの

みを用いて計算する際の誤差評価を事前誤差評

価により行い、GPU上での実装を可能にする。
Fを浮動点小数点数の集合、係数行列■∈F句

×寛

とする。また、本報告中の計算は、IEEE754規

格に基づく倍精度浮動小数点演算を用いμ〕、ア
ンダーフロー、ォーバーフローは起こらない
と仮定する。Otth卜Rumpが文献plにおいて、
IEEE754に 基づ く丸めモー ドの変更を用い、連

立一次方程式 スπ=b,A c lFpX',bcF拘 にお

ける解を精度保証付きで求める方法を提案 して

いる。これは、スが区間の場合にも拡張が可能

である。連立一次方程式 ■2=bにおいて区間

を持った ■,bを

A=<ス疵ぁAT認 >
b=<b印材,bra」 >

のように表す。このとき、■崩,cF'Xpは スの

中心,■ Tα,c FpXpは スの半径を表す。同様に

嶋2cFれ はbの中心,bT記 ∈Ⅳ はうの半径を

表す。打cFれ×B(a=ス
疵八嚇麓)を近似解,R∈

F(R=inV停塩2))と したとき、‖RA― rll∞ ≦1

であれば、■は正則であり、■2=bにおける
精度保証式は、区間を持った場合も同様に

レー到∞≦

と評価される。本報告書中、u,c,物 ,第 はそれ

ぞれ u=2~53,c=(1,…・,1)T c lFp,挽 =

凸
,仇 =R(手

豊義う
を表す。

2 先行研究

連立一次方程式■2=bにおいては、以下の

評価式が成立する。

‖π一打‖∞≦ ‖R(■行―b)||∞

1-‖ Rス ーr‖∞

■2=bにおける上記した精度保証式を評価す
るために、‖兄スーr‖∞≦αと‖R(■万―b)‖∞≦

βを丸めの向きを変更する手法で求めるアルゴ

リズムを以下に記す。本報告中のアルゴリズム

はコー ド記述の簡略化のために Matlab,INT―

LABに おける関数に似たコー ドで記述する。

Algorithm 2.0(OiShi and Rump 121).Ac

lFp×
p,b∈

FpXれ,行 を■2=bの近似解 ,

■をスの近似逆行列 としたとき、丸めの

向きを変更して|IRA― r‖∞の上限αと

‖兄(■α―b)‖∞の上限βを求めるアルゴ

リズム

functiontα ,β〕=Std・ rnd(■ ,b,あ ,R)

setround(-1)

⊆=R(兄スー/);生 =R(■行―b);

setround(+1)

θ =n(£A― r),ア =■ (■万― b);

α=R(|lmaDC(|⊆ |,|ご |)||∞ );

Ъ2=(生 十つ/2,TT.a,=Tれ,~生 ;

setround(-1)

立=且 (R・ T印2),

setround(+1)

τ=且 (兄・
・饂 );

β=且 (‖
max(IJ,日 )十 1兄卜TTαEII∞ );

Ogtta― Rump― Oishiが (1)の関係式において,最
近点丸めにおける浮動小数点演算の誤差評価を

用いて,丸めモードの変更を用いない手法を提

案しているい〕。R(・)は括弧内の計算をすべて

最近点への丸めで計算を行ったことを表す。こ
のとき(1)の関係式は最近点丸めにおける計算
のみを用いて、以下のように計算される。

レー到∞≦R(岬
)。

②

本報告では、アンダーフローが起こらないと仮
定するため、文献 Flにおける誤差評価式を用
い精度保証式 (2)|こおけるαを再評価する。



2.1 11RA― rll∞ の上限αの再評価

アンダーフローが起こらないと仮定した場
合、||■

■―rll∞ の上限αは次のように求めら
れる。

‖兄スーr‖∞

≦ ‖n(R■ )一 r‖ ∞十性脇IR‖ AIII∞

|lγηlR‖ス
|||∞

= |lγ砲IRI(|ス IC)||∞

≦ |lγplRI(1+u)“ -1■
(IAIC)||∞

≦ |lγ,(1+u)2働
-1且

(1兄 |(十
五十C))‖∞

≦ R(          )
=i  Cl

ν =n(R■)と すると、

‖且(兌▲)― /‖∞

= |lν ―r‖∞

≦ |ln(ν ―/)十 R(u・ /)||∞

≦ |1且 (ノ ーr)||∞ 十‖且(u・ r)||∞

functioniα 〕=regularttyl(■ ,■ )

setround(0),

兜 =・
(  );

″ =且 (RA);

C2=n(塑
岳号裂|う ,

C3=a(          );

α=1(皇
1笙者与

空

),
end

2.2 ‖兄(A万 ―b)||∞ の上限βの評価

‖兄(■カーb)||∞ の上限βは次のように求めら
れる。

‖R(■万―b)‖∞

≦ ||IRR(■行―b)|十 1兄 lγη+1(IAII行 |十 lbl)‖ ∞

ここで、

|£R(■毎―b)|

≦ ln(■ (■抒―b))十 γ砲1兄 |1且 (A万 ― b)||

となるので、

こ こで、

|la(″ ―r)‖∞ (畔)
ａ

　

Ｃ２

＜
一
　

一一 且(R(■を一 b))=:Cl

桁 1兄|IR(■万― b)|‖R(u・ r)||∞  = n(|lu・ r‖∞)

=:  C3

とすれ|ミ ‖Rス ーr‖∞の上限αはcl,c2,C3に

より次のようになる。

‖RA― /‖∞

≦ Cl+C2+C3

≦ (1+u12■ (cl+C2+C3)

≦ R(空
ギ{者1空)=:α

Algortthm 2.1 ■ ∈Fη
×n, b∈

F晩
×れ

, 万

を■2=う の近似解,Rを スの近似逆行

列 とした とき、丸めモー ドを変更 しない

で |IRA― rll∞ の上限αを求めるアルゴ

リズム

IRlγ,+1(|■ |1打 |十 lbl)

≦ IRlγp+1(1+u)'+1■ (|ス |レ |十 lbl)

≦ γp+1(1+u)2,+lR(1兄 |(IAI臣 |十 lbl))

≦ 且
(色

里
子笙

十与共【古誌1旦)
=i  C3

とする。 ら

＜
一
　

＜
一
　

一一　
　
さ
・

一

，・＋ｕ桐下

狐
／
Ц

Ｃ２
　
‐こ、



とすれば、|IR(■分一b)||∞ の上限βはcl,C2,C3

により次のようになる。

‖R(■万―b)‖∞

≦ ||ICl+C21+C311∞

≦ ||ICll十 IC21+C311∞

≦ ||(1+u)2R(lcll十 IC21+C3)||∞

< R(          )

Algorithm 2.2■ ∈F働
×角

, b∈ Tp×
p, 

打

を■2=bの近似解,Rを スの近似逆行

列 としたとき、丸めモー ドを変更しない

で |IR(■万―b)||∞ の上限βを求めるアル

ゴリズム

functioniβ〕=numeratorl(■ ,b,分 ,R)

setround(0);

Cl=且 (R(■行― b));

C2=■
(         )'

C3=a(            );

β=R(||ICll・
iC21■ C311∞

),
end

3 本報告における手法

連立一次方程式における精度保証法をス,bが

区間の場合に拡張し、事前誤差評価を用いた最

近点丸めのみを用いた手法を提案する。■,bが

区間を持つとき、‖兄ユー/11∞ ≦αと‖R(スを一
b)||∞ ≦βを丸め変更する手法で求めるアルゴ

リズムを以下に記す。

Algorithm 3.0■ =<■れぁスTαE>,b=<
b疵ぁbTaE>濠 を■2=う の近似解,Rを ス

の近似逆行列 としたとき,丸めを変更 して

‖RA― rll∞ の上限αと‖R(■舟―B)||∞

の上限βを求めるアルゴリズム

functiOntα ,β〕=Std・ rnd2(■ ,b,を ,兄)

G=n(RA― r);″ =且 (■π― b),

setround(+1)

α=n(Sup(|lθ ‖∞));

setround(-1)

立=n(R.mid(T));

setround(+1)

τ=R(R・ mid(″ )),

β=R(‖ maく IJ,日 )十 IR卜 TTa,‖∞);

3.1 1隅A― rll∞ の評価(Aが区間の場合)

A=<ス阿2,■ ,α】>の ようにスが区間の
場合

RA― r

∈ <R・ ス滋】―r,IRIAra】 >

となる。このとき、‖RA― rll∞ の上限αは次
のように求められる。

‖兄スー/‖∞

≦  ||IR・ ス ゅ 冴 ― rl十 IRI為 tLCr‖ ∞

≦ ‖R・ A印棚―r‖∞十‖1兄 |スTαじ||∞

ここで、‖R・ ス成,一 r‖∞の上限をElと する
と、Elは区間なしのときと同様に評価できる。
さらに、

||1兄 IATa】 ‖∞

= ||1兄|(ATaEC)‖ ∞

≦ ||IRI(1+u)p-lR(■ TatrC)‖ ∞

≦ ||(1+u)2角
-lR(IRI(■

Ta,c))||∞

く R(        )

=: E2

とすれば、 |IRユ ー rll∞ の上限 αは El,,2に よ

り次のようになる。

‖RA― r‖ ∞

≦
'1+'2

≦ (1+u)1(』 1+』 2)

≦ n(〔ゼ老等)=:α



Algorithm 3。 1■ =<A阿2,ATα】>,分 を

■π=う の近似解 ,■ を ■の近似逆行列

とした とき,丸めモー ドを変更 しないで

|IRA― /11∞ の上限 αを求めるアルゴリ

ズム

functiont刺 =regularity2骸与崩ぁスTaぁ ■
)

setround(0),

El=regularityl(A胞冴,兄 );

'2=n(上
匹
甘竪托競♀

性4);

α=R(?笙
老宅);

end

3.2 ‖冗僻を一b)‖∞の評価(■,bが区間の
場合)

A,bが次のような区間の場合

A = <ス 向ぢぁスT孤 >
b  ==  < b印 を,,bTαtr>

兄(■こ― b)

∈ <R(■阿をE打 ― b″,2),IRI(ス TαEIを|+銹α』)>

となる。このとき、|IR(■τ―b)||∞ の上限βは

次のように求められる。

‖R(■a― b)‖∞

≦  ||IR(■ れ ,こ ― b砲2)|十 IRI(■TαEI行 |十 bTα,)‖ ∞

ここで、IR(■砲22-ら朔)|の部分は区間なし

の場合と同様に、

Ct=n(兄(■れd分 一垢2))

Cち =a(生壁型
f些令亨辛争託1聖

述
)

Cと =n(                )

とすれば

IR(■れ2d万
~ら

滋お |≦ ICt tt Cち |十 Cと

である。また、

IRI(■Ta】 十分|+bTaJ)

≦ IRI(1+u)'+lR(■ Tα』1行 |十 bTcIJ)

≦ (1+u)2n+ln(IRI(■ Tα,レ |十 bTa,))

< R(世
乳イ≒需好士毛争r立)

=:  C4

より、‖R(ス死―b)||∞ の上限βはct,も ,皓 ,C4を

用いて次のように表せる。

‖R(■死―b)||∞

≦ |||■ +も |十 亀十C4‖∞

≦ ||ICtl十 1も |十 Cと 十C4‖∞

≦  ||(1+u)3R(1軋 |十 ICち |十 Cと 十 C4)‖ ∞

≦ 且
(挫

型ヒ土
裂主澤ギ

萱』里
)=:β

Algorithm 3.2A=<Ap2,ッ与a】 >,b=<
塩ぁ bTar>,あ を■2=bの近似解,見 を

スの近似逆行列 としたとき,丸めモー ド

を変更しないで‖R(■を一b)||∞ の上限β
を求めるアルゴリズム

functiontβ〕=numerator2(A滋ぁスT。ぁら滋ぁbT。ぁ2,R)

setround(0);

軋=n(R(■れ,2-bゅ 2)),

Cち =Il(            );

Cと =n(               ),

C4=■
(             );

β=R(||十
二十十1も |十 皓+C411∞

);
end

4 数値実験

それぞれのアルゴリズムを実装し数値実験を

行った。各項目において異なる行列で10回計算
を行い、その平均値を表に表す。表における"ギ '

はα≧ 1と なった場合であり,精度保証失敗を

表す。

・ 計算環境

1.CPU:Intel(R)Xeon(R)CPU X5680
@3.38GHz(ハイパースレッディング有

/24コ ア相当)



2.ヽCemory:96 GB

3.OS:Yellow dog Linux for CUDA 6.1

4.GPU:NⅥ DIA TeslaC2070

5,MATLAB(R2012a,Parallel computing

toЫ bclx),GotOBLAS2 1.13

・ テス ト行列の作成方法

randn(′state′ ,t)

ス =randn(p)

ス =gallery(′ randsvd′ ,n,10S,3,n,n,1)

・
阿材 =A

■Tad=IAttEI*切

b阿をじ=A*c
bTatr=ATα】*9

・ 数値実験結果

テスト行列をス=randn(2)で作成し、行列サ

イズ2を変えながら各アルゴリズムでの計算結

果を比較したものが表 1,表 2,表 3である。ま

た、テスト行列を党=1000,■ =gallery(…・
)

で作成し、条件数 10'を 変えながら各アルゴリ
ズムでの計算結果を比較したものが表 4,表 5で

ある。

表 4.|IRA― rll∞ の上限αの比較

△lg 3.1,3.2

100

500

1000

2000

5000

10000

102

104

106

108

101°

1012

1014

1

104

106

108

101°

1012

1014

*:verincation failed(1≦ α)

表 5,|lπ ―こ‖∞ の上限β/(1-α )の比較

Alg 3,1,3.2

0.0044

0,0563

0,2405

1.1197

14.9551

105.0689

Alg 3.1,3.2

0.0022

0.0868

0,1676

0,7759

11.2420

60.7180

8。91← 10

4.78←08

8.34← 06

2.60← 04

0,0216
*

*

9.17∈ 10

4.92←08

3.44∈ 06

2.68← 04

0,0228
*

*

0.0215

0.0864

0.1779

0.6409

4.6051

26.0132

100

500

1000

2000

5000

10000

4.78∈ 12

1.68← 10

9,70∈ 09

6.76∈ 07

4.96∈05

0.0041
*

1.58← 12

7.45← 11

5。 18←09

3.94←07

3.28∈05

0.0028
*

9.02← 10

4.85←08

3.39

2.64∈04

0.0220
*

*

9。 17∈ 10

4,92←08

3,44←06

2.68←04

0.0228
*

*

7.02e‐ 12

9,09← 11

1,77←10

4.35← 10

1.03∈ 08

1.80∈ 08

5.02e-12

2.98e‐ 11

4。 39← 11

8,07← 11

1.34∈ 09

1.84← 09

3.03e-10

8.86e-09

2.63e-08

9.43e-08

3.99e‐ 06

1.06e‐ 05

3.36e-10

9,21e-09

2.70c‐ 08

9.61e-08

4.04e-06

1.07e-05

3.08← 10

8.84∈09

2.68e-08

9.44e-08

4.00∈06

1.06∈ 05

七破

GPU
3.86← 10

9.21∈09

2.70∈08

9,61∈08

4.04←06

1.07∈05

100

500

1000

2000

5000

10000

5 まとめ

本報告では、ス,bん 区ゞ間を持つ場合のスπ=b
における最近点丸めのみを用いた精度保証法を

提案した。提案手法は、丸め変更を用いる手法

より行列積の計算回数が少ないため高速に計算

できる。一方、事前誤差評価による過大評価に

よつて精度が 1～2桁悪 くなる。
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