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誤差項に多重階微分を含む数値積分則の複素解析を用いた精度保証法

� はじめに

次の一変数関数の積分を考える．
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なお，� ��� は次の仮定を満たすものとする．
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� 次の複素数領域において特異点を持たない．
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本論文では �� 型，�� 型の積分を精度保証付きで計算
するアルゴリズムを提案する．
�� 型，�� 型の積分を精度保証付きで計算するアルゴ
リズムは既存であるが，一般に利用されている自動微分
を用いる方法は，計算の大部分を区間演算を用いて計算
しなければならないため，計算コストが多いという短所
があった．
本論文で提案する手法は，複素解析を用いて計算を行
なう．提案手法において区間演算を用いて計算するのは
一部であるため，計算コストは自動微分に比べて少なく
なり，実行時間が短縮されることが期待される．

� 高階微分値の見積り

複素平面上に単連結領域 
 を取る．� �	� は 
 で解
析的であるとし，	� は 
 内に存在するとする．また �

を 
 内に存在し，	� のまわりを正の向きにまわる単純
閉曲線とする．この時，
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と書ける．これをグルサの定理という．
次に，実軸上の線分 � � � � � が 
 の内部に含まれ

ているものと仮定する．� として 
 に存在し，上記線
分を内部に含むように選ぶ．すると，
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となる．� は � の長さ，� は ������ �� �	��，Æ は �

から線分 � � � � � 上の点へ至る距離の最小値である．
高階微分値を見積るのに都合の良い領域 
 の形は，


 � �	 � �� � Æ ��� �� ���� � � � � �

である．この時，��� �� 内に固定した � に対しては，円
板 �	 � �� � Æ は 
 内に含まれるので，
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となる．ここで，�Æ は ������ �� �	�� である．

� 数値積分則の誤差項の見積り
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は式 ���を適用すると次のように書ける．
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 は式 ���を適用すると次のように書ける．
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� 提案手法

�� 次の Æ�，Æ�，Æ�，Æ� を考える．
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�� 定義にならって�Æ�，�Æ�，�Æ�，�Æ� を計算する．

�� �Æ�，�Æ�，�Æ�，�Æ� を用いて補間を行ない，�Æ

の概形を次のどちらかの関数で近似する．
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なお，近似の精度は相対誤差で判定する．

#� 採用された式を式 ���や式 ���に代入し，その式に
おける Æ に関する極値 Æ� を近似計算で求める．

� 求めた極値 Æ� が極小値の資格があるならば，�Æ�

を計算する．

)� 誤差項の許容誤差を �� とすれば，

式 ��� � ��� 式 ��� � ��

を満たす最小の � を出力する．

*� 得られた � を用いて定めた数値積分法における近
似解を求め，�� と近似解の解区間幅の和がユーザ
の入力した許容誤差 � 以下になることを確認し，
精度保証された解区間を得る．

� 具体例による性能評価

例 �

� �

� �

��
��+ ����� ��

許容誤差 �� ��� # ��� , ��� �)

数学的に得た � �# �* ��

提案手法で得た � � �, ��

例 �

� �

� �

��

�-! ������
�� ��

��

許容誤差 �� ��� # ��� , ��� �)

数学的に得た � �� �# �.

提案手法で得た � �# � ��

例 �

� �

� �

��

��
�� 	 �

��

許容誤差 �� ��� # ��� , ��� �)

数学的に得た � # , �

提案手法で得た � ) �� �.

例 �

� �

� �

��

��
�� � #

��

許容誤差 �� ��� # ��� , ��� �)

数学的に得た � ) �� �)

提案手法で得た � �� �� �,

� 自動微分との区間演算回数の比較

� 階微分値の上限を求めるのに必要な区間演算の回数
について述べる．

� 区間型の演算時間は，浮動小数点数の演算時間と
比べて，数百倍程度時間がかかる．そのため，実
行時間は区間型の演算を行なった回数に大きく依
存する．

� 自動微分アルゴリズムの区間型の演算回数は，微
分階数 � を用いて � ���


である．

� 提案手法の区間型の演算回数は微分階数 � には依
存せず計算できる．

� 例として，� � � に対して
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とした時の � 階微分の上限を求める際の区
間演算の回数は，自動微分アルゴリズムでは
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�回，提案手法では �)�� 回で

ある．
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