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楕円型偏微分方程式の解に対する精度保証について

1 背景

近年では数値計算の誤差解析の精度を厳密に保証する
手法が飛躍的に発達し,多くの場合,近似解の精度保証が
近似解を得る手間の数倍程度で可能であることがわかっ
た.また,それに加えて計算機の高速化も伴っていくため,
近い将来,数値計算において,任意に精度保証を付加する
ことが日常的になると考えられる.

本論文の目的は,楕円型偏微分方程式の解に対する精
度保証を行うことである.偏微分方程式の解の一意存在
を証明する代表的な手法として様々な手法が知られてい
る.その中で中尾先生の方法を用い,今まで研究されてい
ない方程式に適用する.

2 関数空間の定義

中尾先生の方法 [3]は,関数解析の理論を基盤にして,
解の一意存在性を証明している.そこで必要な関数空間
を紹介しよう. 長方形領域 Ω = (0, 1) × (0, 1) に対し
て,L2(Ω),H1(Ω),H1

0 (Ω)を次のように定義する.

L2(Ω) := {v|
∫

Ω
|v|2dxdy < ∞}

H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω)|∂αv ∈ L2(Ω) |α| ≤ 1}.
H1

0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω)|v = 0 on ∂Ω}.

H1
0 (Ω)の内積を

(u, v)H1
0

:= (∇u,∇v) u, v ∈ H1
0 (Ω)

と定義する. また Sh としてパラメータ h に依存する
H1

0 (Ω)の有限次元部分空間とし,S⊥
h を Shの直交補空間,

すなわち

S⊥
h = {v ∈ H1

0 (Ω)|(v, u)H1
0

= 0 ∀u ∈ Sh}

とする.さらに射影PhをH1
0 (Ω)からShへの射影とする.

3 実際の計算手法

3.1 扱う方程式

次の 2階線形偏微分方程式を考える.{
−∆u + u = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(1)

ここで
∆ = ∂2

x + ∂2
y

f = (8π2 + 1) sin 2πx sin 2πy

とする.また,真の解 uは

u = sin 2πx sin 2πy

である.

3.2 近似解と誤差

任意の φ ∈ Shに対して,有限要素解 uhは

(∇uh,∇φ) + (uh, φ) = (f, φ)

を満たす.この uh は ûの Sh への H1
0 射影 Pû = uh に

なっている:{
−∆û = f(x) − uh in Ω,

û = 0 on ∂Ω.
(2)

(1) − (2)より,{
−∆(u − û) + u − uh = 0 in Ω,

u − û = 0 on ∂Ω.
(3)

となる.ここで

w = u − û V0 = û − uh

とおくと{
−∆w = −(w + V0) in Ω,

w = 0 on ∂Ω.
(4)



と書ける. ここで,A = (−∆)−1とおくと A : L2 → H1
0

へのコンパクト作用素となっているので,いま,非線形作
用素 F を

F (w) ≡ A(−w − V0)

として定義すればF はH1
0 (Ω)からH1

0 (Ω)への compact
作用素となる.これにより不動点形式

w = F (w) (5)

が導出される.

3.3 解の存在の証明

ここで (5)を次のように有限次元の部分と無限次元の
部分に分けて考える.

Phw = PhF (w),

(I − Ph)w = (I − Ph)F (w). (6)

(6)の上の式にNewton Methodを用い,それを PhN(w)
とおく,すなわち

PhN(w) ≡ Phw − [Ph − PhF ′(uh)]−1(Phw − PhF (w))

と定義する.

いま作用素 T を

T (w) ≡ PhN(w) + (I − Ph)F (w)

と定義する. すると,Schauderの不動点定理より

T (W ) ≡ {T (w)|w ∈ W} ⊂ W

となるH1
0 (Ω)の有界凸閉部分集合W が見つかれば (5)

を満たす T (W )の元 wが一意に存在することが示せる.

3.4 計算機での表現

そこで,T (W ) ⊂ W なるW ⊂ H1
0 (Ω)をどのようにし

て計算機内で表現するか考える.作用素 T (w)の構成に着
目して無限次元であるW を有限次元の部分 Shと無限次
元の部分 S⊥

h に分ける.すなわち

W = Wh ⊕ W⊥
h , Wh ⊂ Sh, W⊥

h ⊂ S⊥
h

となる.よって,

• PhN(W ) ⊂ Wh

• (I − Ph)F (W ) ⊂ W⊥
h

が示せればよい.

4 数値実験結果
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5 精度保証

分割数 n 4 20 40 60
Wh 0.0509 0.0402 0.0250 0.0184
α 0.0057 0.0045 0.0028 0.0021

Wn + α 0.0566 0.0447 0.0278 0.0205

6 実行時間

各分割数における有限要素近似,そして精度保証にか
かった時間は以下の通りである.ここでは５回の実行に
おける平均の数値を示す.

分割数 n 4 20 40 60
有限要素近似 (s) 0.0154 0.203 3.4404 24.9314
精度保証 (s) 0.0282 0.3252 6.8500 50.2282

7 結論・考察

これらの結果により,(1)で挙げた楕円型偏微分方程式
に対して,中尾先生の方法による精度保証が可能であり,
近似にかかる 2倍程度の短い実行時間で行えることが分
かった.
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