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数学関数における多数桁高速計算法の適用 

 

１．はじめに 

 sin(x),cos(x),arctan(x),log(x),exp(x)などの三角

関数、対数関数、指数関数、逆三角関数などの数学関数

はTaylor展開で無限級数に展開することができる。この

ような無限級数に展開できる関数を多数桁の精度で実

際に値が保証されているかどうか、また高速に計算する

方法を数値実験によって確かめる事が本研究の目的で

ある。 

また、本研究では数学関数を多数桁計算するにあたっ

て、分割有理数化法（DRM法）を利用し、多数桁乗算の

計算に高速剰余変換（FMT）を使用している。DRM法は級

数展開されたn桁関数値の計算方式で、入力値がO(1) 桁

でもO(n) 桁でも高速に計算することが可能な方法であ

る。入力値がO(1) 桁の例で2002年11月に発表された10

進1兆2411億桁のπ計算記録があるが、多数桁関数シス

テムとして閉じるために、入力値もO(n)桁としてn桁精

度の数学関数への具体的適用方法と数値実験結果を述

べる。 

 

２．DRM法 

三角関数、指数関数、対数関数および逆三角関数など

の数学関数はTaylor展開で無限級数に展開できる。この

ような無限級数に展開できる関数をｎ桁（多数桁）の精

度で計算するためには、適当な項数で打ち切り、各項ご

とに多数桁計算を行いそれらの和を用いる方法が知ら

れている。 

この方法の場合、ｎ桁の乗算の演算量をM(n) とする

とき、入力値の精度がO(1) 桁（計算機の倍精度で表示

できる程度以内の桁数）の有理数の場合には、ｎ桁精度

の関数値計算にO(n２) の計算量が必要である。また、入

力値がｎ桁精度の場合にはO(M(n)・n) の計算量が必要

である。これに対して、ｎ桁精度の関数値計算に、分割

統治法に基づく分割有理数化法（DRM法、Divide and 

Rationalize Method）を適用することで、入力値がO(1) 

桁の有理数の場合には計算量をO(M(n)・(log２ n)
２) 以

下に、また入力値がO(ｎ)桁精度で、初等関数のように

加法定理が適用できる場合には、計算量をO(M(n)・(log

２ n)
３) 以下に削減することができる。 

このDRM法は２つの方法から構成される。第１の方

法では入力値の精度がO(1) 桁の有理数の場合にｎ桁の

乗算の演算量をM(n)とするとき、トーナメント有理数

化処理で級数に展開される関数のｎ桁精度関数値計算

の計算量をO(M(n)・(log２ n)２) 以下に削減する。第２

の方法では加法定理が適用できる関数の多数桁計算に

おいて、ｎ桁精度の入力値を上位桁から分母の桁数が

α、２α、４α、…、２ｐ－１α桁ずつの有理数に分割す

る。 

各分割した値に対する関数値計算の演算量をT(n) と

するとき、ｎ桁精度の関数値の計算をO(T(n)・log２ n) 

の計算量で実現する。この２つの方法を結合して多数

桁精度の入力で多数桁の関数値計算の計算量を大幅に

削減するのがDRM法である。 

 また、DRM 法は連分数で表現される関数値の多数桁精

度の計算および２進 10進変換に代表される多数桁の基

底変換にも適用可能である。 

 DRM 法は多数桁精度を必要とする関数値計算に適用で

き、各種数学関数を含めた多数桁計算システムの構築

に有用である。 

 

３． 入力値が O(1)桁の N 桁級数値計算 

 DRM 法の原理は無限級数（有理数）をトーナメント方

式で通分し、項数を半分、桁数を２倍にするものであ

る。ここでは一般的な有理数の場合の計算原理と具体

的な例として arctan (x) の計算方法を示す。 

 

[計算原理] 

 

 

 

 

 

 
ここで、項数を半分に桁数を２倍化する通分をつづけ

る。 

 

 

 

 

[計算例] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−

⋅
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−

⋅
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−= 119753 11

1
9
1

7
1

5
1

3
11

xxxxxx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+

⋅⋅
⋅+⋅⋅

⋅= Λ
Λ
Λ

16
8

51

15851 11
xxdd

dcxdc
x

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

⋅+⋅⋅
⋅+

⋅⋅
⋅+⋅⋅

⋅=

Λ

Λ

5

5
8

1

1

4
75

57
4

75
84

31

13
4

31

11

11

d
c

xd
c

x

xbb
baxba

xxbb
baxba

x

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅
−⋅

⋅+
⋅
−⋅

⋅+
⋅
−⋅

⋅+
⋅
−⋅

⋅=

Λ

Λ

7

7
4

5

5
8

3

3
4

1

1

2

2

122

2

82

2

42

2

1111

195
13151

99
9111

35
571

3
131

b
a

xb
a

xb
a

xb
a

x

x
x

xx
x

xx
x

xx
x

x

Λ+
⋅

−
⋅

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

119753 11
1

9
1

7
1

5
1

3
111arctan

xxxxxxx

12211211

122212212

122212212

,

2,1,,
4,3,2,1,,

FEFEGFFH

jDCDCEDDF
iBABACBBD

jjjjjjjj

iiiiiiii

⋅+⋅=⋅=

=⋅+⋅=⋅=
=⋅+⋅=⋅=

−−−

−−−

1

1

2

2

1

1

4

4

3

3

2

2

1

1

8

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1)(

H
G

F
E

F
E

D
C

D
C

D
C

D
C

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
AxF

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=



 [計算量] 
入力値が O(1)桁の有理数の計算量を T(n)としたとき

DRM 法の論文[1]に下記が示されている。M(n)は乗算の

計算量である。 

      ( )( ) ( ) ( )( )22log nnMOnMO ⋅≤  

 

４. 入力値が O(N)桁の N 桁級数値計算  

  

 一般的に、ｎ桁の実数ｘを上位桁から分母の桁数が

β,2β,4β,...,2ｐ－１β桁のｐ個の有理数に分解し、各

関数値を計算して加法定理で合成する。 

 

４.1 指数(exp)関数の計算方法 
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４.2 計算量（入力値が n 桁の実数） 

入力値が O(1)桁の有理数の計算量を T(n)とすると、入

力値が n 桁の実数の計算量を としたとき DRM 法の

論文[1]に下記が示されている。 

( )nTn

     ( )( ) ( )( )nnTOnTO nn 2log⋅≤
 

５. 高速剰余変換(FMT) 

 多数桁乗算の計算法は筆算による方法、中国剰余定理、

Karatsuba 法、高速フーリエ変換（以下、FFT）ならび

にこれらを組み合わせた方法が知られている。計算桁数

が多い場合はこれらのなかで FFT が最も計算量が少な

い。しかし、FFT を使用した多数桁乗算は FFT の計算で

多くのメモリを使用し、分割して使用すると演算量が増

加する。 

高速剰余変換(FMT)[2]はその FFT に剰余理論を取り込

んだもので多数桁の乗算で FFT の高速性を生かしなが

らメモリの使用量を減少させる方法である。 

また、数値実験を行う際の多数桁乗除算、加減算の部

分のプログラムは[2]の著者のプログラムを使用してい

る。 

 

６．数値実験 

高速計算の理論を実践するために、数値実験を行っ

た。入力値もO(n)桁として実験を行っている。本概要書

には、exp(x)の数値実験結果を記す。 

・評価した関数 

 (1)  exp関数でexp(-1/2)を入力値 

 (2)  入力と出力は共にn桁 

 (3)  1要素に10進6桁を詰めて計算 

・使用した計算機 

 (1) AMD Duron(850Mhz),  Digital Fortran V5.0A

  (2) Pentium4(3.06Ghz), GNU Ver3.3.1 

(1) exp(x), 計算機：AMD Duron(850Mhz) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) exp(x), 計算機：Pentium4(3.06Ghz) 
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(1) の計算機AMD Duron(850Mhz)では、１０万桁付近

から実測値が理論値とずれてしまっている。これは、

おそらくキャッシュの効果によるものだろう。一方、

(2)のPentium4(3.06Ghz)では、実測値が理論値と殆ど

同じ評価をしている。 

 

５. まとめ 

多数桁のexp(x) をDRM法で計算した。 

n桁のexp(x)の計算時間は にな

ることを確認した。 

( )log)(( 2
2 nnMO ⋅ )

 

 
 
 

 

 

 

参考文献 

[1] 後 保範、金田康正、高橋大介：級数に基づく多数桁計

算の演算量削減を実現する分割有理数化法、情報処理学

会論文誌、Vol41, No6, pp.1811-1819 (2000). 

[2] 後 保範：高速剰余変換による多数桁乗算、情報処理学

会論文誌、Vol44, No12, pp.3131-3138 (2003). 

[3] 後 保範：多数桁計算における高速アルゴリズムの研究、

学位論文、早稲田大学、 pp.1-111(2005). 

1.0E-01

1.0E+00

1.0E+01

1.0E+02

1.0E+03

1.5E+03 6.1E+03 2.5E+04 9.8E+04 3.9E+05

計算桁数

計
算
時

間
（
秒

）

理論

実測

AMD　Duron（850Mhz）

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++=

−

−

ααα

ααα

1

1

22
21

0

22
21

0

expexpexp)exp(

exp)exp(

p

p

b

x
b
x

b
x

x

b

x
b
x

b
x

xx

p

p

Λ

Λ

 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee575284e8e9ad88d2891cf76845370524d6253537030028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f0030028fd94e9b8bbe7f6e89816c425d4c51655b574f533002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c9069752865bc9ad854c18cea76845370524d521753703002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f300290194e9b8a2d5b9a89816c425d4c51655b57578b3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


